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[摘 要] 在当今蓬勃发展的数字经济背景下,人类认知所带来的挑战正在重新定义经济学、运筹

管理以及计算理论的新发展方向,呈现出引人注目的全新研究内容。与此同时,算法博弈论的迅猛

发展,将计算因素与人的有限理性巧妙结合起来,为研究数字经济环境下的各类博弈场景提供了一

个统一而简洁的方法框架,为经济学和博弈论带来了新的研究视角。本文回顾了数字经济不同情

境下涌现出的各类经济均衡解的新概念,聚焦于参与者的策略行为对均衡结果的挑战与影响,运用

算法博弈论对参与者策略行为进行激励分析,刻画博弈过程中参与者之间的竞争与合作关系,并评

估不同策略行为对系统均衡的影响。
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1 数字经济中的均衡

近年来,互联网平台的崛起引发了一场商业革

命,改变了传统商业模式,使数字经济的发展呈现出

飞速增长的势头,为全球范围内的企业提供了更多

机遇和挑战。这些知名的互联网平台,如 AirBnB、

Alibaba、Amazon、Baidu、Ebay、Facebook、Google、

Mobike、Tencent、Twitter、Yahoo等,通过提供在线

市场[1]、数字化服务、社交网络[2,
 

3]和共享经济[4]等

形式,正在改变我们的日常生活,催生出诸多新的业

态和商业模式。与此同时,“我国数字经济在政策扶

持和市场推动下实现了跨越式发展,规模稳步扩大,
占GDP比重不断提升,我国全球数字经济大国的地

位得到进一步巩固”[5]。为此,学者们将目光聚焦于

基于互联网的数字经济,包括数字商品拍卖[6,
 

7]、网
络服务的一般均衡模型[8],以及对等(Peer-to-Peer,

 

P2P)网络上的数字资源共享[9]等领域。数字经济

的蓬勃发展离不开信息和通信领域的创新应用。计
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算网格技术[10]使得计算资源能够在全球范围内进

行高效的共享和调度,为科学研究和工程应用提供

了强大支持。云计算[11]则提供了弹性的计算和存

储资源,为企业和个人用户提供了灵活、高效的IT
服务。此外,无线网络技术[12]的发展推动了移动通

信的进步。这些技术和应用的不断创新,不仅推动

了经济的数字化转型,也对传统产业和商业模式产

生了深远影响。同时,人类认知所带来的挑战正在

重新定义经济学、运筹管理以及计算理论的新发展

方向,呈现出引人注目的全新研究方向。博弈论,特
别是算法博弈论[13](Algorithmic

 

Game
 

Theory)的
迅猛发展,将计算因素与人的有限理性巧妙结合起

来,为应对数字经济各类复杂博弈场景提供了一个

统一而简洁的方法框架[14]。
本文主要介绍了算法博弈论在数字经济各类博

弈场景中的应用。其中包括信息不对称环境下各类

拍卖(Auction)的机制设计,特别是能够激励参与者

真实报价的“激励相容”(Incentive
 

Compatible)拍卖

机制设计;费舍尔市场(Fisher
 

Market)和交换经济

市场(Exchange
 

Market)中,参 与 者 对 市 场 均 衡

(Market
 

Equilibrium)机制所采取的不同策略行为

的激励分析,以及区块链经济系统中矿工的自私挖

矿(Selfish
 

Mining)行为的激励分析等内容。本文

的重点在于讨论参与者的策略行为对均衡结果的挑

战与影响,通过运用算法博弈论对参与者的策略行

为进行激励分析,我们可以很好地理解博弈过程中

参与者之间的竞争与合作关系,并评估出不同策略

对系统均衡的影响。

1.1 拍卖场景下的均衡计算

在微观经济学中,拍卖和市场均衡是对市场中

的资源进行有效分配和定价的两种非常重要手段,
因此也被广泛应用至互联网市场的资源配置过程

中。拍卖之所以流行,主要得益于其本身机制规则

的简单易懂、操作方便,并且能够保障卖家收益或社

会福利。大量物品、各种使用权、服务等都可以通过

拍卖进行交易。例如,国有土地使用权的竞标过

程[15],艺术品在拍卖行的出售过程[16],无线电频谱

许可证的分配过程[17],以及付费搜索市场中广告位

的定价和分配过程[18,
 

19]等都借助了拍卖。
拍卖是一种竞争过程,其中n 个潜在买家竞拍

某一特定的商品或一组商品,待出售的商品集合记

为I。拍卖过程由卖家主持。在拍卖过程中,买卖

双方事先约定一系列规则,即拍卖机制。买家根据

拍卖机制以及自己关于商品的估值vi:2I→R+,提

交相应的报价bi 来参与拍卖。这里的报价bi 表示

买家愿意支付的最高金额。卖家根据所有买家的报

价b=(b1,
 

b2,
 

…,
 

bn)来决定商品的分配X(b)=
(x1,x2,…,xn)以 及 相 应 的 定 价 p(b)=(p1,

p2,…,pn)。当给定商品分配方式 X(b)和定价

p(b)后,每位买家获得的效用为Ui(b)=vi(xi(b))

-pi(b)。
在拍卖过程中,买家和卖家之间存在信息不对

称,其中买家对商品的估值是私有信息,他们有动机

进行策略性报价。因此,买家和卖家的互动形成了

拍卖博弈,从而可以让我们利用算法博弈论去研究

和分析拍卖机制。机制设计是博弈论中的重要组成

部分,其中衡量机制优劣的重要性质便是激励相容

性[13]。所谓激励相容的拍卖机制(有时也称为可信

机制或防策略性机制),是指在此类机制的运作下,
无论其他买家如何报价,每位买家只有真实汇报其

私有信息才能获得最大效用。可以看出,当某一机

制满足激励相容性时,任何人“说真话”都是一个占

优策略(Dominant
 

Strategy)。所有人“说真话”便构

成一个占优均衡(Dominant
 

Equilibrium),它是一类

更强的纳什均衡。在传统拍卖机制中,著名的二价

拍卖机制[20]和VCG(Vickrey-Clark-Groves)拍卖机

制[2022]都是激励相容机制,同时这两类拍卖机制的

分配方式可以最大化社会福利。而 Myerson[23]则
在假设所有买家价值分布已知的前提下设计出

Myerson最优拍卖机制,保证了卖家可以获得最大

期望收益。在现实中卖家可以通过对买家过往数据

的分析,推断出买家的价值分布。面对卖家的数据

分析能力,我们不禁要问:买家会有哪些策略性行为

来干扰卖家对其价值分布的学习? 当有买家干扰卖

家学习时,Myerson最优拍卖的均衡结果将会如何?
此外,Myerson最优拍卖机制只适用于单物品的拍

卖场景,对于多物品拍卖的最优解至今还没有得到

完全的理解[24]。因此,如何快速求解满足激励相容

性的多物品最优拍卖的均衡解,成为学术界悬而未

决的问题。

1.2 市场均衡计算

人们对市场均衡的研究由来已久,最早可追溯

到亚当·斯密提出的“无形的手”[25]。市场均衡通

常包含两部分内容:资源定价和资源分配。市场设

计者根据买家的效用函数来确定资源的价格和资源

的分配方案。当市场达到市场均衡状态时,以下条

件得到满足:所有卖家的资源全部售出(市场清空条

件);所有买家支付购买资源的资金不超过自己的初
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始资金量(预算约束条件);在当前给定的资源价格

下,市场均衡的分配方案能够最大化每位买家的效

用函数(个人最优化条件)。市场均衡是市场经济中

的理想状态,它描述了在自由竞争条件下市场的稳

定状态,使得资源的分配能够最优地满足消费者的

需求和生产者的利益。在市场均衡下,供求达到平

衡,价格形成合理且有效,资源得到有效配置,买家

和卖家都能够获得最大利益。

Walras发展了一般均衡理论,论证了在所有市

场中,需求过剩的价值之和必须等于零[26]。他通过

利用tâtonnement过程,指出在一系列价格调整后,
市场供求会趋于平衡,最终达到整体均衡状态,从而

证明了一般均衡的存在性。20世纪50年代,Arrow
等[27]将一般市场均衡形式化为数学模型,首次为市

场均衡的存在性提供了严格的证明,为市场均衡理

论奠定了坚实的基础。与此同时,McKenzie[28]也在

独立并行研究了一般市场均衡理论,这一工作让我

们更好理解市场均衡的复杂性。因此,
 

McKenzie
也被认为是一般市场均衡理论的另一位创始人。

正是因为市场均衡的重要性,使得市场均衡的

求解计算成为学术界十分关心的研究课题之一。其

中,当买家的效用函数是线性函数时,Devanur等[29]

利用原始—对偶方法证明了费舍尔市场中的市场

均衡可以在多项式时间内求得。若买家效用函数

是常 弹 性 替 代 效 用 函 数(Constant
 

Elasticity
 

of
 

Substitution,CES),则 可 以 通 过 求 解
 

Eisenberg-
Gale凸规划[30]直接得到费舍尔市场中的市场均衡。

Wu等[9]在研究对等网络上的带宽共享问题时,将
其建模成交换经济模型。在纯交换经济环境中,每
位参与者既是买家也是卖家,他们将自己拥有的带

宽出售给网络中的邻居,同时再利用所的收入购买

邻居的带宽以获得效用。Wu等[9]提出了“比例反

应过程”(Proportional
 

Response
 

Dynamics),并证明

了该动态过程最终收敛至纯交换经济的一个市场

均衡。
然而,市场均衡的计算依赖于参与者的效用函

数、资金预算等信息。参与者都是自然人,具有一定

的“自私性”。当资源依照市场均衡机制进行分配与

定价时,参与者的
 

“自私性”会促使他们采取谎报效

用函数或资金预算等策略行为,操纵机制的分配结

果,以期望获得更多收益。因此,参与者之间形成博

弈。Hurwicz[31]将参与者的“自私”因素引入到市场

均衡研究中,指出参与者的策略性行为可以改变市

场均衡 的 结 果,使 其 偏 离 帕 累 托 最 优 解(Pareto
 

Optimal
 

Solution)。之后的研究工作讨论了市场均

衡解概念的适用性,指出随着市场参与者数量的增

加,每个参与者策略性操纵市场均衡机制的动机将

逐渐变小[3234];而Simon[35]提出的参与者“有限理

性”假设,进一步弱化了参与者策略性行为对市场均

衡结果的影响。因此,面对市场均衡机制,我们不禁

要问:参与者会采取哪些策略行为来影响市场均衡?
如何刻画参与者谎报信息的动机? 参与者的策略行

为会对市场均衡结果产生何种影响?

1.3 区块链系统中的均衡计算

近些年,随着互联网/物联网、人工智能、区块链

技术的快速发展,经济的数字化进程被加速。互联

网和物联网能够让我们非常方便、快速、实时且低成

本地搜集到海量数据。足够多的数据样本让人工智

能技术大爆发,能够以非常低的成本去分析处理数

据。区块链技术的不断发展,可以让我们用很低的

成本去信任这些数据。区块链是一个分布式数据账

本,由一系列数据区块按顺序链接而成,在没有中心

化机构的环境下运行。所有参与者通过共识机制,
对所有上链区块达成共识,实现了区块链的一致性、
难篡改性、可追溯性等特点。

区块链的第一个成功应用———比特币[36],创造

性地使用工作量证明(Proof
 

of
 

Work,PoW)方案来

确定下一个有效区块。节点,即矿工,需要贡献计算

资源来竞争解决一个基于加密哈希函数的密码难

题,从而赢得新区块的记账权。这些密码学的设计

使分布式交易成为可能,为确保系统的安全性和活

性,比特币设计了一系列规则来激励矿工参与并对

账本的最新状态达成共识。例如,为了激励矿工参

与出块,系统承诺给予成功生成新区块的矿工一些

区块奖励;为了防止矿工生成空块、激励矿工处理更

多的交易,区块中所含交易的交易费也会奖励给出

块矿工;为激励矿工在分布式的情况下维护同一条

链,系统规定只有最长链上的区块是有效的、相应的

出块节点才会获得奖励。
通过引入经济激励,传统上需要依赖可信第三

方执行的操作,现在可以借助共享的分布式账本,由
系统中的利益相关者来合作实现。然而,同其他经

济学场景一样,区块链生态系统中的参与者都是理

性的,在系统规则的框架下,人们总是尝试各种策略

行为来最大化自己的收益,这使得区块链系统中出

现了各种各样的策略攻击行为,而博弈论自然成为

分析区块链共识机制鲁棒性的有力工具。
自私挖矿可以说是区块链中最著名的博弈攻
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击。2014年,Eyal等[37]提出了区块链中最为著名

的博弈攻击———自私挖矿策略,该攻击背后的关键

思想是诱使诚实矿工浪费算力,使得自私矿池可以

获得比其算力占比更多的收益。Eyal等[37]证明了

比特 币 的 设 计 并 不 是 激 励 相 容 的。Sapirshtein
等[38]将自私挖矿的思想推向了极致,该工作扩展了

自私挖矿的动作空间,并将其建模为马尔可夫决策

过程(Markov
 

Decision
 

Process,MDP),提出一种新

技术解决具有非线性目标函数的马尔可夫决策过

程,获得更强有力的自私挖矿策略。此后,一系列工

作在其他矿池会严格遵守区块链协议的假设下,研
究和探索了相关的挖矿策略及其变种[3942]。与之形

成鲜明对比的是,在已知存在矿池策略性挖矿的情

况下,其他矿池的理性反制却很少受到关注。因此,
我们不禁要问:矿池能否从博弈视角策略性地抵御

自私挖矿攻击? 包含多个理性矿池的生态系统最终

会达到什么样的均衡?

2 拍卖领域中的均衡所面临的挑战

虽然二价拍卖机制和VCG拍卖机制均是激励

相容 的,但 它 们 并 未 考 虑 卖 家 的 收 益。因 此,

Myerson从最大化卖家收益的角度,为单物品拍卖

设计了著名的 Myerson最优拍卖机制[23],他本人也

因这一开创性工作获得了2007年的诺贝尔经济学

奖。Myerson最优拍卖机制假设每位买家关于商品

的估值vi 虽然是未知的,但其所服从的概率分布

Fi 却为所有人所知。在 Myerson最优拍卖机制中,
卖家向每位买家设置了关于物品的保留底价。若所

有买家的报价低于保留底价时,卖家宁愿保留物品,
也不愿将其出售。具体操作是,卖家根据买家的报

价bi,计算其虚拟报价ϕi(bi)=bi-
1-Fi(bi)
fi(bi)

,其

中fi(·)是概率分布Fi 的密度函数。根据所有买

家的虚拟报价,卖家将商品分配给虚拟报价最高且

报价大于v0 的买家,同时要求其支付一个临界价

格,即使其赢得商品的最低报价。

Myerson最优拍卖机制与二价格拍卖机制有一

定的相似处,即报价(或虚拟报价)最高者赢得商品,
支付费用是使其能获得商品的最低报价。这些相似

处,保证了 Myerson最优拍卖机制满足激励相容

性。但同时,Myerson最优拍卖机制为卖家设置了

保留底价,这一设计可以保证卖家获得期望意义下

的最优收益。
然而,Myerson最优拍卖机制高度依赖于价值

先验概率分布Fi,而Fi 在现实中一般很难获取。
但是在当今数字化和信息化快速发展的时代中,个
人信息的收集、存储和共享变得更加普遍和便捷。
即使在信息不完全的情况下,个人的某些信息可以

通过先进的数据处理技术得到推断。因此,我们可

以根据竞拍者过往的出价模式,推断出竞拍者对拍

品估值的概率分布,使得 Myerson最优拍卖机制具

有可操作性。但是,另一方面,买家也了解到卖家的

学习推断能力,为了不让卖家获得准确的价值分布

Fi,买家会策略性地改变其出价模式,对其价值分布

进行干扰,改变机制的输出结果,以期获得更高收

益。Deng等[43]将这种考虑参与者私有数据操控

(Private
 

Data
 

Manipulation)行为的博弈,称为PDM
博弈,并讨论了当有买家进行私有数据操控时,

Myerson最优拍卖机制的均衡结果。

2.1 私有数据操控对 Myerson最优拍卖均衡结果

的影响

  正如前文所述,Myerson最优拍卖机制假设卖

家知晓所有买家关于商品价值的概率分布。卖家可

以事先假设该分布来自某个特定的概率分布类型

(例如,在区间[0,a]上的均匀分布)而买家也可以通

过策略性改变出价方式来对其私有数据的操控,从
而获得更高收益。接下来,我们将通过亚马逊弹性

云计算资源市场实例(例2.1)来说明 Myerson最优

拍卖机制关于买家的私有数据操控行为不是激励相

容的。换句话说,买家可以对其私有数据进行操控,
来改变最优拍卖机制的底价设置和分配方案,以获

得更高收益。
例2.1 (肖涛[44])假设在云计算资源市场中有

两位买家反复竞标一个小时的虚拟机。两位买家的

真实的价值先验分布为区间[0,
 

1]上的均匀分布。
我们考虑以下情况:买家1的策略报价行为服从[0,

 

a]的均匀分布(0≤a<1),买家2诚实报价。令

Fi(·)和fi(·)分别表示买家i的价值概率分布

函数和密度函数,其虚拟价值函数记为ϕi(t)=t-
1-Fi(t)
fi(t)

。同时令t1(=av1)以及t2(=v2)
 

为他们

真实价值为v1 和v2 时做出的报价。所以

买家1:f1(t1)=
1
a
;F1(t1)=

t1
a
;

 

ϕ1(t1)=2t1-a;

买家2:f2(t2)=1;F2(t2)=t2;
 

ϕ2(t2)=2t2-1.
由 Myerson最优拍卖机制,可以知道,如果买

家1要获得资源,当且仅当ϕ1>max{0,ϕ2},对应需

要支 付 的 费 用 为 p1 = max
a
2
,t2-

1-a
2  。记
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u1(a)为买家1在策略报价为[0,
 

a]均匀分布时的

期望效用。因为买家1的真实价值为v1=
t1
a
,则效

用函数

u1(a)=∫
a
2

a
f1(t1)dt1∫

1
2

0

t1
a -

a
2  f2(t2)dt2+

∫
a
2

a
f1(t1)dt1∫

t1+
1-a
2

1
2

t1
a - t2-

1-a
2  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 f2(t2)dt2=

1
48
(9-a-4a2).

 

  图1反映出随着参数a 的变化,效用 函 数

u1(a)的变化情况,其中横坐标表示参数a 的取值,
纵坐标表示效用u1 的大小。不难看出,当a=1时,

u1(1)=
1
12
;当a→0时,u1(0)→

3
16
,超真实报价时

效用的2倍。由此说明,买家完全有动机对其私有

数据进行操控。

图1 买家1的效用随参数a的变化趋势[44]

在PDM 博弈中,我们得不到参与者真实的价

值概率分布F,Myerson最优拍卖机制只能利用买

家策略 报 价 下 的 分 布F̂ 进 行 资 源 物 品 与 定 价。

Deng等证明了PDM 博弈场景下,Myerson最优拍

卖机制与广义第一价拍卖(Generalized
 

First
 

Price,

GFP)等价。
定理2.1 (Deng等[43])对于单参数拍卖以及

PDM博弈场景,Myerson最优拍卖机制和广义第一

价格拍卖等价。

PDM博弈场景还经常出现在被广泛研究的付

费搜索引擎市场的广告位拍卖(Sponsored
 

Search
 

Auction)过程中。搜索引擎,如百度、谷歌、Bing等,
是信息检索在互联网时代最重要的创新之一,其商

业化模式———付费搜索广告市场[32],通过将网页上

的广告位出售给用户,搜索引擎公司获得巨大收益。
但如何对海量的互联网广告位进行分配和定价,却
是经济学面临的重要挑战。在搜索引擎市场发展的

不同的阶段,多种分配及定价模型不断被提出并使

用。根据Jansen等[32]的研究,goto.com(2001年更

名为Overture,2003年被雅虎收购)在1998年首先

引入了广义第一价拍卖。之后,Overture与谷歌将

其更改为广义二价拍卖(Generalized
 

Second
 

Price,

GSP)[19]。
虽然搜索引擎市场广告位拍卖是多物品拍卖,

但实质却属于单参数拍卖,主要原因是因为每位买

家关于不同广告位的价值与其单次点击率的估值有

关(Pay
 

Per
 

Click,PPC)。类似于Edelman等[45]将

Myerson最优拍卖机制引入付费搜索引擎市场的工

作,Deng等[46]将付费搜索市场的广告拍卖视为重

复拍卖,在拍卖过程中,卖家通过不断学习买家的私

有数据的概率分布来追求最优收益。Deng等[46]证

明了最初的诚实且收益最大化的 Myerson最优拍

卖在价值分布偏移设置下不再是诚实的,并且在某

些条件下,Myerson拍卖,GFP拍卖,GSP拍卖和

VCG拍卖是等价的。
同时,Deng等[43]针对单物品拍卖的 Myerson

最优拍卖,还进一步考虑了其他单参数价值分布的

情况,包括幂律(Power
 

Law)分布、均匀分布和指数

分布。如果买家价值分布为幂律分布时,其密度函

数为fi(ti)=βit
-αi
i 。一般来说,在诸多实际情况

下,αi 为一个在区间(2,3)上的常数,比如工资分布,
城市大小分布,以及复杂网络的关键参数[47],其处

理方式是令所有的αi=α,于是策略空间中,只有βi

是买家可以选择的策略报价参数,并记买家i的策

略空间为Si(β)。
定理2.2 (Deng等[43])Myerson最优拍卖机

制在买家i∈N 的报价来自幂律分布策略空间

Si(β)时,等价于第二价格拍卖。
对于买家的价值分布服从均匀分布的情况,

Deng等[43]假设所有买家的真实价值分布为独立同

分布,重点研究了 Myerson最优拍卖的对称纳什均

衡。所谓对称纳什均衡是指,所有买家策略相同,且
无人单方面改变自己策略的策略组合。通过归一化

处理,作者主要考虑了价值分布为[0,
 

1]的均匀

分布。
定理2.3 (Deng等[43])当采用 Myerson最优

拍卖机制时,如果所有买家的真实价值分布为[0,
 

1]区间上的均匀分布,且允许谎报为[ai,
 

1]上的均

匀分布,则仅有唯一的对称纳什均衡,即对所有i,

ai=0。
以上结论说明,
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报区间下界ai 策略是激励相容的。但很遗憾,关于

谎报区间上界bi,Myerson最优拍卖机制却不是激

励相容的,但存在唯一的对称纳什均衡。
定理2.4 (Deng等[43])当采用 Myerson最优

拍卖机制时,如果所有买家的真实价值分布为[0,
 

1]区间上的均匀分布,且允许谎报为[0,bi]上的均

匀分布,则唯一的对称纳什均衡为:对所有i,

bi=
(n-1)(n2n -2n +1)
n22n -n2n +2n+1-2

.

  对于买家价值服从指数分布,即密度函数为

fi(t)=λeλt,我们令Si(λi)为买家i的报价策略空

间,即对应参数为λi 的指数分布。Deng等[43]假设

买家i的真实价值的概率分布独立同分布,针对对

称纳什均衡,给出如下性质刻画。
定理2.5 (Deng等[43])如果每个买家i的真

实价值分布是参数为λ 的指数分布,且策略空间为

Si(λi),则在Myerson最优拍卖下,其唯一对称纳什

均衡所对应的参数λi 将会随着买家人数n 增加而

单调递减,且大于λ。
关于在私有数据操控模型下,传统收益最优拍

卖机制运行时买家的博弈均衡研究,已在现实场景

中涌现出众多案例,多家互联网企业的拍卖场景(如
头条TM 等)与之类似。然而,实际场景因其错综复

杂的特性,与本文所描述的情景仍存在一定距离,因
此仍有许多富有挑战性的研究问题需要解决。

2.2 基于机器学习的多物品场景下最优拍卖机制

设计

  尽管 Myerson拍卖给出了单物品利润最优拍

卖的解析解,但是多物品拍卖的最优解仍然是一个

开放性问题。面对求解多物品拍卖的最优解的困

难,近年来,研究人员开始尝试使用机器学习方法寻

找最优拍卖的近似解[24,
 

48,
 

49]。总体来说,这一套方

法论分为三个步骤:第一步是将最优拍卖设计问题

抽象为一个带限制优化问题;第二步是用包括神经

网络在内的模型来构建参数化的机制;第三步是基

于采样得到的训练数据,使用标准的机器学习优化

方法更新机制模型,以寻找近似最优解。
具体来说,在第一步的过程中,Duan等[48]将带

限制优化问题表述成如下形式:

max拍卖机制 Ev
 ∑

n

i=1
pi(b)  ,

s.t.机制满足DSIC和IR
其中优化的自变量为拍卖机制,定义域为事先给定

的机制集合。目前主要考虑两类限制条件:第一个

限 制 条 件 DSIC(Dominant
 

Strategy
 

Incentive
 

Compatibility)为占优策略激励相容;第二个限制条

件IR(Individual
 

Rationality)为个体理性,即每个买

家诚实报价一定能得到非负的买家效用。
在第二步中,Duan等[48]通过参数化的函数来表

示拍卖机制。在前人的工作中,Sandholm等[49]人使

用 仿 射 最 大 化 拍 卖(Affine
 

Maximizer
 

Auctions,

AMA)来表示拍卖机制,这是VCG拍卖机制的拓展

形式,其参数空间为每个买家的权重和每个分配方

案的增强变量。Dütting[24]等第一个提出使用神经

网 络 来 表 示 多 物 品 拍 卖 机 制,该 模 型 称 为

RegretNet。随后,Duan等[48]进一步将 RegretNet
及其方法论拓展到了上下文拍卖,并设计了上下文

集成的、基于Transformer的CITransNet网络(见
图2)。在上下文拍卖中,买家和商品都具备自己的

上下文信息(即辅助信息,或者特征),并且买家对商

图2 CITransNet的网络结构[48](CITransNet以买家商品上下文与卖家出价矩阵作为输入,
通过多个Transformer和多个卷积神经网络等处理输入信息,输出拍卖结果:商品分配结果与买家支付结果。)
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品的估值分布同时依赖于双方的上下文信息。相比

传统贝叶斯拍卖,这是一个更加贴近实际的问题场

景。CITransNet使用 Transformer来对不同买家

与商品之间的互相影响进行建模,该模型具有一些

良好性质,如满足排列等价性,并且网络规模与输入

规模无关。

CITransNet的神经网络模型由三个部分组成。
第一部分为输入层(Input

 

Layer),其目的是预处理

所有的上下文。输入层首先将出价、买家上下文、商
品上下文组合成一个三维矩阵,三个维度分别代表

买家数量、商品数量和预处理后的上下文维度。随

后,输入层使用两层的卷积神经网络压缩第三个

维度。

CITransNet的 第 二 个 部 分 为 多 个 交 互 层

(Interaction
 

Layer),每个交互层将输入的三维矩阵

进行三个不同的操作。第一个操作是平均操作,建
模所有买家商品之间的互相影响;第二个操作是对

该三维矩阵的每一行,用同一个Transformer进行

重新编码,以建模每个买家视角下所有商品之间的

相互影响;第三个操作是对该三维矩阵的每一列,用
同一个Transformer进行重新编码,以建模每个商

品视角下所有买家之间的相互影响。随后,交互层

依然使用两层的卷积神经网络对第三维度进行压

缩。特别地,我们会让最后一个交互层所输出的三

维矩阵的第三个维度是3,也就是说最后一个交互

层输出三个二维矩阵。

CITransNet最后一部分是输出层,输出层基于

上述过程得到的三个二维矩阵,计算最后的拍卖分

配结果与支付结果。值得注意的是,最后的支付结

果一定不会超过买家对分配到的商品报价之和。通

过此设计,模型得到的拍卖机制可以保障个体理性

IR条件。
基于机器学习的拍卖机制第三步需要根据第

二步设计的拍卖机制模型决定具体的优化方法。
在前人的工作中,由于 AMA机制天生满足 DSIC
和IR条件,因此基于 AMA机制的算法可以直接

以负的拍卖者利润作为损失函数。Duan等[48]的

CITransNet,其优化方法类似RegretNet,通过机制

网络结构的设计来保障个人理性条件;激励相容条

件通过后验后悔值来刻画机制违背DSIC条件的程

度,并通过对抗训练的方式,将损失函数设计为负的

拍卖者利润加上后悔值,以实现在降低后悔值的同

时优化利润。
实验方面,CITransNet通过大量模拟实验结果

表明,其能在单物品拍卖上逼近 Myerson拍卖的最

优解,在多物品拍卖上可以达到比现有基线模型更

好的拍卖者利润,同时达到很低的后验后悔值。

CITransNet的工作也对后续的研究带来了启

发。Duan等[50]将CITransNet的网络模型结构与

AMA的方法结合,提出了新的多物品拍卖自动机

制设计模型AMenuNet。AMenuNet使用类似的模

型,基于用户与商品的表示推导出AMA的参数,并
使用 AMA 的 规 则 计 算 拍 卖 分 配 与 支 付 结 果。

AMenuNet通过 AMA拍卖的性质,在机制构造上

保障了激励相容和个人理性条件,所以简化了模型

的训练过程,只需要以负的拍卖者利润作为损失

函数。
基于机器学习的拍卖机制设计方法目前主要面

临的关键问题是可拓展性。具体而言,现有多物品

拍卖仅局限于小规模拍卖,适用于买家和商品数量

较少的情形(不超过10个)。如何将这一方法扩展

至更大规模的拍卖,尤其是涉及工业级大规模买家

数量的拍卖,是该方法的重要挑战之一。此外,目前

基于机器学习的拍卖机制设计工作主要专注于单轮

拍卖场景。而现实中,预算限制的买家更常面临多

轮拍卖场景。因此,将该方法扩展至多轮场景也是

一个重要的发展方向。

3 市场均衡所面临的挑战

Adsul等[51]最先讨论了参与者的“自私”行为对

市场均衡机制影响,他们发现在费舍尔市场中,参与

者谎报效用函数,可以改变市场均衡机制结果,并正

式给出费舍尔市场博弈的定义,指出若市场均衡机

制是可信机制,当且仅当所有买家拥有相同的效用

函数。换句话说,当买家的线性效用函数不一致时,
则买家可通过策略性谎报私有信息以获得更高效

用。买家的这种策略性谎报行为将会给市场的稳定

性带来极大威胁。为了量化买家谎报动机,Chen
等[52]首次引入激励比(Incentive

 

Ratio)概念,即策

略行为带来的最大效用与汇报真实效用函数时的效

用之比,来对买家的策略行为进行激励分析。
与费舍尔市场具有同等重要地位的另一类经济

模型是交换经济市场。但与费舍尔市场不同的是,
交换经济市场中的参与者同时拥有资源“提供者”
和“需求者”的双重身份;他们将自己手中的资源

出售给他人,并用售出所得收入从他人购买自己所

需的资源。近年来,随着互联网技术的迅猛发展,
包括网络带宽、计算能力、云存储在内的信息、服务



 

 898  中 国 科 学 基 金 2023年

等资源,在对等网络中得以广泛交换与共享。参与

者在对等网络上可以将自己闲置的资源直接贡献给

网络邻居,并从邻居贡献出的资源获得效用,创造更

多社会价值,实现基于互联网的资源的共享。因此,
有学者从经济学的角度出发,将资源共享问题模型

化为交换经济市场,并运用市场均衡机制来对参与

者拥有的资源进行高效、公平分配。

Wu等[9]针对对等网络上的带宽共享问题,提
出“比例反应动态”过程,并证明该动态过程最终收

敛至纯交换经济的一个市场均衡。特别地,当效用

函数是线性时,Wu等[9]通过对网络 G的“瓶颈分

解”(Bottleneck
 

Decomposition),设计算法得到一组

资源分配方案。作者不仅证明了该分配方案恰好是

比例反应动态过程最终收敛的稳定点,更是证明了

该分配方案是市场均衡分配。Cheng等[53]受到费

舍尔市场博弈问题的启发,将参与者的“自私”性引

入对等网络上的资源共享问题中,研究了线性效用

函数下的对等网络上资源共享博弈问题;并从机制

设计的角度出发,以市场均衡作为资源分配机制,对
参与者的策略行为进行激励分析。

本节以费舍尔市场和交换经济市场为背景,重
新审视参与者的策略性行为对费舍尔市场和交换经

济市场的市场均衡带来的影响。

3.1 费舍尔市场中市场均衡机制的激励分析

费舍尔市场是由经济学家Fisher[54]提出的一

类经济模型,其中有m 种商品亟待出售,每种商品

的供给量被标准化为1;市场中有n 位买家希望购

买商品,每位买家拥有的资金预算为ei,并且其效用

函数ui:[0,1]m→R。Fisher针对具有可加性、单调

性以及凹的效用函数,设计机制求解费舍尔市场中

的商品定价及分配[54]。之后,Brainard等[55]具体描

述了Fisher关于计算均衡解的机制,给出模拟结

果,阐述该机制求解均衡定价及分配的有效性。此

外,如果假设任意买家i获得1单位商品j 的效用

为aij,并且获得商品分配xi=(xi1,xi2,…,xim)(xij

∈[0,1]表示买家i获得商品j 的数量)后,所得效

用为ui=∑
m

j=1
aijxij,则称这样的市场为线性费舍尔

市场。线性费舍尔市场的市场均衡可以在多项式时

间内求解[29,
 

33]。在考虑买家“自私性”的费舍尔市

场博弈中,Chen等[52]提出激励比,对买家策略性行

为进行激励分析,来刻画买家通过策略性谎报效用

函数所带来的效用增加程度。
定理3.1 (Chen等[56])线性费舍尔市场中市

场均衡机制的激励比为2。

Chen等[56]通过证明买家任意谎报策略带来的

效用不超过真实汇报时的效用两倍,得出线性费舍

尔市场中市场均衡机制激励比的上界为2;同时通

过构造一个激励比趋近于2的实例(例3.1),说明

激励比的下界为2-ε(ε>0),由此严格证明了定

理3.1。
例3.1 (Chen等[56])考虑一个线性费舍尔市

场,其中有3种商品,2位买家,每位买家的效用函

数为:

u1=
1+ε

2-2ε2-ε3
x11+

1-ε-2ε2-ε3

2-2ε2-ε3
x12;

   

u2=ε2x21+εx22+(1-ε-ε2)
 

x23.
每位买家的资金预算为:e1=ε+ε2;

  

e2=1-ε-ε2.
(1)

 

若两位买家均诚实汇报其效用函数,则市

场均衡下的商品均衡价格为:

p*
1 =ε+ε2;

  

p*
2 =

ε(1-ε-ε2)
1-ε2

;
  

p*
3 =

(1-ε-ε2)2

1-ε2
;

商品的均衡分配为:x1=(1,0,0);
  

x2=(0,1,1)。
 

在

此市场均衡下,买家1的效用为u1=
1+ε

2-2ε2-ε3
。

(2)
 

若买家1谎报其效用函数为u'1,而买家2
的效用函数保持不变,

u'1=ε2
 

x11+εx12+(1-ε-ε2)
 

x13,

则市场均衡价格将变为:p'1=ε2;
 

p'2=ε;
 

p'3=1-ε
-ε2;商品的均衡分配也相应地变为:x'1 =(1,1,0);

  

x'2=(0,0,1)。此时,买家1谎报后获得的效用为

u'1=1。不难看出,

lim
ε→0

u'1
u1

=lim
ε→0

2-2ε2-ε3

1+ε =2.
 

  之后,Chen等[57]进一步讨论常弹性替代效用

函数条件下费舍尔市场均衡机制的激励比。所谓

常弹性替代效用函数[58],是指给定关于买家i的

参数向量ai=(ai1,ai2,…,aim)≥0,其中aij>0表

示买家i 喜欢商品j;买家i 的效用函数为ui =

∑
m

j=1
aijxρ

ij  
1
ρ,其中-∞<ρ<1且ρ≠0。当常弹性

替代效用函数中的参数ρ趋近于0或-∞时,可以

得到Cobb-Douglas效用函数和Leontief效用函数。

•
 

Cobb-Douglas效用函数 (当ρ→0)
[59]:ui=

∑
m

j=1
x

aij
ij 。
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•
 

Leontief效用函数 (当ρ →- ∞)[60]:ui =

minj
xij

aij  ,其中aij >0。

•
 

总替代(Gross
 

Substitute)效用函数。
 

定理3.2 (Chen等[57])在费舍尔市场中,
(1)

 

若所有买家的效用函数是总替代效用函

数,则市场均衡机制的激励比为2;
(2)

 

若所有买家的效用函数是Leontief效用函

数,则市场均衡机制的激励比为2;
(3)

 

若所有买家的效用函数是Cobb-Douglas效

用函数,则市场均衡机制的激励比为e1/e≈1.445。
由定理3.1和3.2,可以知道,尽管在费舍尔市

场中,买家真实汇报自己的私有信息不是占优策略,
但较小的激励比(2和1.445)可以削弱买家谎报效

用函数的动机,较好地维护了系统的稳定。主要原

因有二:一是,激励比是定义在最坏情况的下的结

果,只有在极端情况下才会发生。我们通过数值实

验可以发现,这种达到激励比的极端情况发生的可

能性很小。换句话说,在大部分情况下,买家谎报效

用函数带来的效用增加倍数远小于2或1.445。二

是,分析计算所得激励比是基于买家获得其他买家

效用函数和预算的完整信息,并且有强大的计算能

力以确定操纵市场均衡机制的最佳策略之上。然

而,在实际中,买家没有强大的计算能力,他们也很

难获得完整的市场信息。因此,想达到激励比的最

大效用增量,对于有限理性的买家来说是极其困

难的。

Branzei等[61]从 另 一 角 度,利 用 无 政 府 代 价

(Price
 

of
 

Anarchy,POA)[13]概念来刻画买家的策略

行为给市场效率带来的损失,作者首先针对费舍尔

市场博弈中买家的三类效用函数,即线性效用函数、

Cobb-Douglas效用函数和Leontief效用函数,严格

证明了纳什均衡的存在性;并进一步指出纳什均衡

带来的 社 会 福 利 不 及 最 优 社 会 福 利 的1/n 或

1/n。这一结果说明了纳什均衡结果与最优结果

相差甚远,严格刻画了个人优化与社会优化之间的

矛盾。

3.2 对等网络上资源共享均衡的激励分析

对等网络是一种新型的网络技术,网络中的节

点可以通过链接直接与其他节点进行数据交换,而
无需中心服务器。通常,对等网络可以被模型化为

一个赋权无向图G=(V,
 

E;w),每个节点由一个参

与者控制,权重wi 表示节点i的资源量。在资源共

享问题中,分配机制将根据网络结构、节点权重及参

与者的效用函数,输出资源分配结果 X=(xij),其
中xij 表示节点i分配给邻点j 的资源量。对于节

点i而言,其效用来自他与每个邻点之间的资源

共享。

Cheng等[53]以由“瓶颈分解”[9]得到的资源分

配方式为资源分配机制,重点讨论参与者的不同策

略行为对机制结果的影响。由于“瓶颈分解”依赖于

网络结构和节点权重,因此Cheng等[6264]最先研究

了参与者谎报权重(Weight
 

Cheating
 

Strategy)和与

其他参与者连接关系(Edge
 

Deleting
 

Strategy)的两

类策略行为,并严格证明了参与者无法通过以上两

类行为来提高自己的效用。换句话说,市场均衡机

制关谎报权重和连接关系两种策略行为是激励相容

的。目前互联网上数字资源共享,如 BitTorrent、

OpenGarden等,大都采用比例分配机制,具有一定

的高效性,但能否抵御用户策略行为的诚实性却鲜

少得到说明。以上关于市场均衡机制的激励相容结

果,从理论上确保了所有参与者遵守规则,保证了互

联网市场的公平竞争和有效运转,具有重要的理论

意义。
之后,Chen等[64]研究了对等网络中常见的一

种黑客攻击行为———女巫攻击(Sybil
 

Attack)行
为[65]对资源共享的影响。简单说来,女巫攻击就是

指一些恶意的黑客制造出不同的网络节点,这些节

点看上去对应不同身份的人,实则是由同一人在幕

后操纵不同身份。例3.2给出实例说明,参与者可

以通过采取“女巫攻击”使自己获得更高效用。
例3.2 (Chen等[64])考虑一条拥有5个节点

的路径(见图3(a)),其中所有节点的权重为w1=

w3=
M
4
,w2=M,w4=2和w5=1,其中 M>0。当

所有参与者诚实操作时,市场均衡下的资源分配如

图3(b)所示。可以看出,在市场均衡机制运作下,
节点v4 只能从v5 处获得效用为u4=1。

图3 诚实行为后的资源均衡分配[64]
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  此时,v4 希望也能从v3 处获得资源,便进行

“女巫攻击”,拆分出节点vl
4 和vr

4,并分别赋予权重

2-ε和ε(见图4(a))。在市场均衡机制运作下,节

点vl
4 能从v3 处获得资源ul

4=

M
2
(2-ε)

M+(2-ε)→1
(M

→∞),从v5 处获得资源ur
4=1,最终效用趋近于

u'4=2。可以看出,v4 获得了2倍的效用增加(见
图4(b))。

例3.2的结果表明,参与者可以通过“女巫攻

击”使自己获得诚实行为效用的2倍,说明交换经济

中市场均衡机制的激励比至少为2。Chen等[64]利

用树图的无圈性质,进一步证明了当网络结构是树

图时,市场均衡机制的激励比上界也为2。此外,

Chen等[66]利用完全图的完全连接性质,将激励比

改进至 2。以上两类特殊网络上的结果,让我们猜

测市场均衡的激励比将随着网络连通性的增强而降

低,这也促使我们进一步研究一般网络上市场均衡

机制的激励比。近期,Cheng等[67]证明了在一般网

络上,市场均衡机制的激励比严格等于2。
定理3.3 (Cheng等[67])在对等网络上的资源

共享博弈中,市场均衡机制关于“女巫攻击”行为的

激励比严格等于2。

Polak[68]证明了在一般交换经济市场中,以市

场均衡作为分配机制,用户谎报效用函数会增加效

用且增加量可以无限大。但是,我们以上的一系列

结果说明在对等网络的资源共享这一特殊的交换

市场中,市场均衡可以实现机制的激励相容或有

限激励比,极 大 改 进 了 一 般 交 换 市 场 情 况 下 的

结果。

4 区块链经济系统中均衡所面临的挑战

Eyal等[37]在2014年提出了自私挖矿策略并给

出了完整分析。正常情况下,当节点挖出一个合法

区块时,会立即广播全网使其尽快被认可。然而,自
私挖矿策略巧妙利用了比特币协议的冲突解决规则

(即当出现分叉时,只有更长的子链会被认为是有效

的)。攻击者通过策略性地隐藏区块、故意制造分叉

并诱使诚实矿工在进度落后的子链上浪费算力,提
高了其所持算力占比、从而获得更多收益。

Zhang等[69]从认知层级的角度重新审视自私

挖矿攻击,提出了一个称为远见挖矿(Insightful
 

Mining)的应对策略。该策略可以用“螳螂捕蝉,黄
雀在后”来概括,其关键想法是,策略玩家可以通过

在自私矿池中安插卧底来获取其隐藏块的数量。基

于此,远见矿池对整个系统的状态有一个清晰的了

解,可以清楚地知道其他矿池的挖矿进度,进而做出

策略性地反应。具体来说,当系统中的玩家对当前

全局最长链达成共识、开始新一轮挖矿竞争时,会出

现以下三种情况。
情况一:诚实矿池生成了第一个区块。在这种

情况下,远见矿池会立即接受这个新区块并且在它

后面继续挖矿。
情况二:自私矿池生成了第一个区块(并将其隐

藏)。远见矿池通过卧底矿工观察到这一行为后,坚
定地跟在诚实子链后挖矿,直到自私矿池释放出所

有隐藏的区块。
情况三:远见矿池生成了第一个区块。此时,远

见矿池会隐藏这个区块并密切关注诚实子链和自私

子链上的区块数量,在接下来的竞争中,如果远见矿

池的领先优势大于1,则一直隐藏新挖出的区块;否
则,一次性释放出其隐藏的远见子链。

上述三种情况完整描述了远见挖矿策略。值得

一提的是,即使系统中没有玩家发起自私挖矿攻击,
远见挖矿依然可以作为一个独立的挖矿策略被使

用。可以发现,整个区块链系统中使用不同策略的

参与者拥有的信息是不对称的。每个矿池都可以用

其策略性思考的深度来刻画,而这些思考深度构成

了一个迭代的理性层级。
层级零:诚实矿池作为层级零的参与者,诚实地

遵循协议并且拥有的信息只有公开的诚实子链的

长度。
层级一:自私矿池作为层级一的参与者,认为其

他的参与者均为层级零玩家。它采用自私挖矿策

图4 “女巫攻击”后的资源均衡分配[64]
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略,藏有自私子链,拥有的信息包括诚实子链长度和

自私子链的长度。
层级二:远见矿池是更为复杂的层级二参与者,

它清楚地知道系统中还同时存在层级零和层级一的

玩家。得益于安插的卧底,它可以知道系统中所有

的信息(即诚实子链、自私子链和远见子链的长度)
并且采用远见挖矿策略。

为了分析不同参与者的相对收益,Zhang等[69]

利用一个二维向量来表示系统的状态,并且进一步

将挖矿 建 模 成 一 个 马 尔 可 夫 奖 励 过 程(Markov
 

Reward
 

Process)。图5展示了系统的状态转移图。
定理4.1 (Zhang等[69])对于一个包含n 个玩

家的挖矿博弈,令mi 为第i个矿池的算力占比(不
失一般性,假设m1≥m2≥…≥mn),则一定存在纯

策略纳什均衡。特别地,当m1≤1/3时,“所有人都

选择诚实挖矿”是一个纳什均衡;无论算力如何分

布,均衡状态下最多只有两个矿池采取“远见挖矿策

略”。
总体说来,Zhang等[69]针对区块链中经典的自

私挖矿攻击,提出了一个称为远见挖矿的应对策略,
并进一步给出了挖矿竞争下的系统均衡。该工作首

次将安插卧底的想法引入到自私挖矿攻击中,极大

地扩展了矿池对抗自私挖矿攻击的策略空间,具有

一定的实际意义。值得一提的是,远见挖矿策略在

设计时只使用了自私矿池隐藏区块的数量,而没有

用到其他信息。未来,基于安插卧底的想法探索其

他应对自私挖矿的策略是很有意义的研究方向。此

外,将安插卧底的行为拓展到区块链的其他场景也

是非常值得探讨的思路。

5 总结与展望

传统经济学博弈论是在一系列基本假设的基础

上进行深入研究,其中包括个体理性、充分竞争以及

不同形式的共同知识等假设。在应对非完全信息因

素方面,经济学家们则通过巧妙的数学技术成功地

克服了众多困难,形成了一系列包括贝叶斯分析方

法在内的系统性解决方案。如今,算法博弈论将计

算因素与有限理性巧妙地结合,为数字经济环境下

各类复杂博弈场景,提供了一个统一而简洁的方法

框架,为经济学和博弈论的研究与实际应用带来新

的视角和工具。
本文回顾了数字经济中不同情境下涌现的各种

经济均衡的新概念,讨论了参与者的策略行为对各

类均衡所带来的挑战与影响,运用算法博弈论对策

略行为进行激励分析,刻画博弈过程中参与者之间

的合作与竞争关系,评估策略行为对系统均衡的影

响。这些理论分析的涌现与我国数字经济的蓬勃发

展密切相关。值得特别强调的是,其中许多研究紧

密结合我国经济前沿的发展需求,得到国家自然科

学基金委员会、科技部以及科技企业等多方合作支

持,成果丰硕且具有原创性。我们期待这些领域的进

展能够得到科技界和产业界更广泛的认可与推崇。

图5 远见挖矿策略下系统的马尔可夫过程[69]
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Abstract Amidst
 

the
 

flourishing
 

landscape
 

of
 

the
 

digital
 

economy,
 

the
 

challenges
 

arising
 

from
 

human
 

cognition
 

are
 

fundamentally
 

reshaping
 

the
 

trajectories
 

of
 

economics,
 

operations
 

management,
 

and
 

computational
 

theory,
 

unveiling
 

captivating
 

and
 

innovative
 

avenues
 

for
 

exploration.
 

Meanwhile,
 

the
 

rapid
 

development
 

of
 

algorithmic
 

game
 

theory
 

adeptly
 

integrates
 

computational
 

elements
 

with
 

human
 

bounded
 

rationality,
 

providing
 

a
 

unified
 

and
 

concise
 

methodological
 

framework
 

for
 

studying
 

various
 

game
 

scenarios
 

in
 

the
 

digital
 

economy,
 

and
 

thus
 

bringing
 

new
 

perspectives
 

to
 

economics
 

and
 

game
 

theory
 

research.
 

This
 

article
 

reviews
 

the
 

emerging
 

concepts
 

of
 

different
 

economic
 

equilibria
 

in
 

the
 

digital
 

economy
 

under
 

various
 

circumstances.
 

We
 

focus
 

on
 

the
 

challenges
 

and
 

impacts
 

of
 

agents􀆳
 

strategic
 

behaviors
 

on
 

equilibrium
 

outcomes.
 

By
 

applying
 

algorithmic
 

game
 

theory,
 

we
 

conduct
 

incentive
 

analysis
 

of
 

agents􀆳
 

strategic
 

behaviors,
 

depicting
 

the
 

competition
 

and
 

cooperation
 

among
 

all
 

agents
 

in
 

the
 

games,
 

and
 

evaluating
 

the
 

effects
 

of
 

different
 

strategic
 

behaviors
 

on
 

the
 

equilibrium
 

solutions.
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